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Séance 3 – Intégrale abstraite de Lebesgue

Exercice 1. Soit (X,A, µ) un espace de mesure, soit f : X → R une application mesurable
et soient A,B ∈ A avec A ∩B = ∅. Montrer que

´
A∪B f dµ =

´
A
f dµ+

´
B
f dµ.

Exercice 2. Soient fn : X → [0,∞], n = 1, 2, 3, . . . des fonctions mesurables telles que

f1 ≥ f2 ≥ f3 ≥ · · · ≥ 0.

On définit f(x) comme la limite des fn(x) lorsque n → ∞, pour chaque x ∈ X. Montrer
que, si f1 ∈ L1(µ),

lim
n→∞

ˆ
X

fn dµ =

ˆ
X

f dµ.

Donner ensuite un contre-exemple montrant que la conclusion est erronée si on enlève l’hy-
pothèse f1 ∈ L1(µ).

Exercice 3. Pour n ≥ 1, on pose fn = 1
n
1[0,n] et gn = n1[0, 1

n
]. Montrer que fn et gn convergent

λ-pp vers 0 et que
´
fndλ =

´
gndλ = 1. Pourquoi cela ne contredit pas Bepo-Levi ?

Exercice 4. Supposons µ(X) < ∞. Soit (fn)n≥1 une suite de fonctions mesurables sur X et
telles que fn → f uniformément sur X. Montrer que si fn ∈ L1(µ) pour tout n, alors

f ∈ L1(µ) et lim
n→∞

ˆ
X

fn dµ =

ˆ
X

f dµ.

Montrer ensuite que l’hypothèse µ(X) < ∞ est nécessaire.

Exercice 5. Soit f ∈ L1(µ). Montrer que pour chaque ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que´
A
|f | dµ < ϵ si µ(A) < δ.

Exercice 6. Soit (X,A, µ) un espace de mesure, soit Y un ensemble, et soit f : X → Y une
fonction.

(i) Montrer que f∗A := {A ⊂ Y : f−1(A) ∈ A} est une σ-algèbre sur Y , qu’on appelle la
σ-algèbre image de A par f .

(ii) Si Y est muni d’une σ-algèbre A′ et si f est (A,A′)-mesurable, montrer que f∗A ⊃ A′.
(iii) Montrer que l’application f∗µ : f∗A → [0,∞] définie par f∗µ(A) = µ(f−1(A)) est une

mesure sur f∗A, qu’on appelle la mesure image de µ par f .
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(iv) Montrer que pour toute fonction f∗A-mesurable h : Y → [0,∞] on a
ˆ
Y

hd(f∗µ) =

ˆ
X

(h ◦ f)dµ.

Soit (X,A, µ) = (Ω,A,P) un espace de probabilités. On appelle variable aléatoire une fonc-
tion mesurable Z : Ω → R. On appelle espérance de Z l’intégrale E[Z] =

´
Ω
ZdP, si Z est

intégrable. On appelle loi ou distribution de Z la mesure image PZ := Z∗P, qui est une
mesure borélienne sur R,

PZ(A) = P({ω ∈ Ω : Z(ω) ∈ A}).

Avec cette terminologie, le résultat du point (iv) ci-dessus signifie

E[Z] =
ˆ
R
zdPZ(z).

Exercice 7 (Sommation par tranches). Soient (X,A, µ) un espace mesuré et f : X → R+

une fonction mesurable positive. Montrer que
ˆ
X

fdµ = lim
n→∞

∑
k≥1

1

2n
µ

({
f >

k

2n

})
.
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