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Exercices de Théorie de la mesure - 2025,/2026

Séance 2 — Fonctions mesurables

Exercice 1. Soit f une fonction réelle sur un espace mesurable (X, .4). Montrer que si f est
telle que {z € X : f(x) > r} est mesurable pour tout r rationnel, alors f est mesurable.

Exercice 2. Soit (X, .A) un espace mesurable et soient f,g: X — R A-mesurables. Montrer
que £ = {x € X /g(x) # 0} appartient & A et que la fonction f/g : E — R est Ag-
mesurable.

Exercice 3. On considére les fonctions f et g définies sur R par

22 si0<zx <1,
flz)=<21 sil<z<?2,

0 ailleurs ;

9() = 0 ailleurs.

{:c2 si0<z<letzdQ,

Montrer que f et g sont boréliennes.

Exercice 4. Soit (X,.A) un espace mesurable et soient f,g : X — [0,00] des fonctions
A-mesurables. Montrer que log(1 + |f|e?) est aussi .A-mesurable.

Exercice 5. Soit (X, .A) un espace mesurable et soit 7' C X. On rappelle la définition de la
o-algébre restreinte Ay := {ANT:Aec A}

(i) Si f: X — R est A-mesurable, montrer que la restriction f|r est Ap-mesurable

(ii) Si g: T — R est Ap-mesurable, montrer qu’il existe une extension § : X — R qui est

A-mesurable.

Exercice 6. Soit f : R — R borélienne et soit g : R — R telle que g(x) = f(x) pour tout
x € R\ D, ot D est un ensemble dénombrable. Montrer que g est borélienne.
Exercice 7. Vrai ou Faux?

(i) Soit f: R — R une fonction telle que f o f est mesurable. Alors f est mesurable.

(ii) Soit f: R — R une fonction telle que |f| est mesurable. Alors f est mesurable.

(iii) Soient f : R — R une fonction mesurable et g : R — R une application continue. Alors,
g o f est mesurable.



(iv) Si f: R — R est continue presque partout, alors f est mesurable.

Exercice 8. Soit (f,), une suite de fonctions continues de R dans R. Montrer que les
ensembles suivants sont des boréliens :

1. {m eR|fu(x) = 0},

fn(x) converge vers un réel}.

2. {xER

Exercice 9. Soit (X, A, ) un espace de probabilités et soit 7 : X — X une application
mesurable telle que p(T71(A)) = u(A) pour tout A € A (on dit que p est T-invariante, et
que le quadruplet (X, A, u,T) est un systéme dynamique). Pour tout A € Aet z € X, on
dit que  est A-récurrent si I'ensemble {n € N : T"(z) € A} est infini, et on notera A C A
I’ensemble des points A-récurrents.

1. Vérifier que pour tout n l'itérée
™ =To---0T
e
est mesurable et que p est T"-invariante.
Montrer que A = N, Upsn (T%)71(A) € A.
Notons By, := U>,(T*)"1(A). Montrer que u(B,) = u(B,11) pour tout n.
En déduire que u(A\ B,,) = 0 pour tout n.

Ol

Conclure que u(A \ A) = 0. En d’autres termes, presque tous les points de A sont
A-récurrents : c¢’est le théoréme de récurrence de Poincaré. Que cela signifie-t-il physi-
quement 7 Comparer au second principe de la thermodynamique.

Exercice 10. Soit (X, A, ;1) un espace mesuré de mesure fini. Soit (f,,),, une suite de fonction
réelle mesurable, avec f,, — f p-presque partout.
— Montrer que pour tout £ > 1, et pour tout n > 0, il existe n > 0 tel que

1 (U {eex|ipw - 11> %}) <

j=n

— En déduire que pour tout € > 0, il existe A € A tel que u(A) < e et f, — f
uniformément sur X \ A.

— Donner un contre-exemple lorsque p(X) = oo.

— Une application : Une suite de fonction mesurable (f,), de X — R converge en
mesure vers f si

Ve >0, Tim p({[fo = f| > €}) = 0.

Montrer que si u(X) < oo et (f,,) converge pu-pp vers f, alors f, converge en mesure
vers f.

Exercice 11 (Exemple d’ensembles non mesurable). Soit ~ la relation d’équivalence définie
par

v~y = e r=y+q
On forme ’ensemble V' en prenant un représentant de chaque classe d’équivalenc de ~ dans

[0,1]. L’ensemble V' intersecte donc chaque classe d’équivalence de ~ en un unique point.
Montrer que V' n’est pas mesurable.



